Informator maturalny, Zbiér zadan CKE, arkusz pokazowy marzec 2022r.,
matura prébna grudzien 2022r., maj 2023r., czerwiec 2023r.

XIII. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy R

. wymagania okreslone dla zakresu podstawowego

. granice funkcji (w tym jednostronne)

. wlasno$¢ Darboux

. pochodna funkcji, interpretacja geometryczna i fizyczna

. pochodna funkcji o wyktadniku rzeczywistym

. twierdzenie o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozonej
. badanie monotonicznosci funkcji

. zadania optymalizacyjne



1. ‘ Informator maturalny

Syzyf codziennie stoi przed zadaniem wtoczenia
ciezkiej kamiennej kuli na szczyt pewnej gory.

W chwili ¢t =0 znajduje sie on w punkcie 0O
oddalonym od szczytu o 4 km, a pofozenie x
Syzyfa wtaczajgcego kule jest opisane réwnaniem

x(t) = —t3 4+ 16,5t% + 180t dla t € [0,24]

gdzie x jest wyrazone w metrach, a t -
w godzinach.

0O$ Ox jest skierowana do wierzchotka gory i jest styczna w kazdym punkcie do zbocza géry.

Oblicz najmniejszg odlegtos¢, na jaka Syzyf zblizy sie do wierzchotka géry, oraz
maksymalng predkosé, z jakg wtacza kamien pod goére.

2. |Informator maturalny‘

Cztery miasta A, B, C i D znajdujg sie w wierzchotkach kwadratu o boku 300 km. Pewna
firma dostata zlecenie na zaprojektowanie sieci drég, ktora bedzie fgczy¢ kazde dwa z tych
miast. Sie¢ ma posiada¢ dwa wezly, a fgczna dtugos¢ drég w sieci ma by¢é mozliwie
najmniejsza. (Przykiad sieci drog z dwoma weztami, fgczacej kazde dwa z miast,
przedstawiono na ponizszym rysunku).

D

300 km

Oblicz, jaka musi by¢ diugos¢ najkrotszej takiej sieci drég i gdzie musza by¢
zlokalizowane wezly tej sieci.



3. | Informator maturalny|

Zadanie 11. (0-3)

[\]
w

x'_

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) =
jafi f@ x+2

+ 4logy x dla wszystkich x > 0.
z

Wykaz, ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe, ktore nalezy do

przedziatu [%, 4].

4. | Informator maturalny|

Zadanie 12. (0-4)
Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x*+ 0,5 (2x + 1)* dla kazdego x € R.

Oblicz najmniejszg wartos¢ tej funkciji.

5. | Informator maturalny|

Zadanie 14. (0-3)
Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x® — 2x* — x3 + 1 dlakazdego x € R.

Wykaz, ze liczba 5 nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.

6. | Informator maturalny|

Zadanie 16. (0-3)

Wykaz, ze réwnanie x* — 7x3 + 9x? + 8x — 2 = 0 maw przedziale (—2,2) co najmniej
dwa rézne rozwigzania.

7. | Informator maturalny|

Zadanie 18.

Rozpatrujemy wszystkie takie prostopadiosciany, w ktérych suma dlugosci wszystkich
krawedzi jest rowna 80, pole powierzchni catkowitej jest rowne 256 izadna z krawedzi bryty
nie jest krétsza niz 4.

Zadanie 18.2. (0-3)
Objetos¢ kazdego z rozpatrywanych prostopadto$cianéw mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji

V(c) = c®—20c? + 128¢

gdzie c € [4, 23—8] jest dtugoscia jednej z krawedzi bryty.

Sposrod rozpatrywanych prostopadioscianéw oblicz objetos¢ tego prostopadtoscianu,
ktdrego objetos¢ jest najmniejsza.



8. |Informator maturalny

Zadanie 19. (0-4)

Na rysunku obok przedstawiono potozenie miejscowosci

A, B i C oraz zaznaczono odlegtosci miedzy nimi. A. 15 km li
O godzinie 9:00 z miejscowosci A do C wyruszyt zastep j
harcerzy »1ropiciele” i przemieszczat sie
z predkoscig 4 km/h. O tej samej godzinie z miejscowosci
B do A wyruszyt zastep harcerzy ,Korsarze”
i przemieszczat sie z predkoscig 2 km/h.
20 km
ce

Wyznacz godzine, o ktorej odlegto$é¢ miedzy tymi zastepami harcerzy bedzie
najmniejsza.

9. ‘ Informator maturalny‘

Zadanie 20. (0-4)
/ :-,' " _‘..- ¥ [ 7 "y Y ; u ; B ’ ]

Firma X wytwarza pewien produkt D. Badania
rynku pokazaly, ze zwigzek miedzy iloscia Q
produktu D, jakg firma jest w stanie zbyé na
rynku, a ceng P produktu jest nastepujacy:

P(Q)=90-0,1Q dla Q € [0,900]

gdzie P jest ceng za jednostke produktu
w ziotych, a (@ —iloscig produktu w tys. sztuk.

K(Q) = 0,002Q3 + Q% + 29,9985Q + 50
gdzie K jest kosztem produkcji w tys. zt.

Oblicz, przy jakiej wielkosci produkcji firma X osigga najwiekszy dochéd. Wynik podaj
zaokraglony z dokladnoscia do 100 sztuk.



10. |Zbior zadan z matematyki CKE‘

Zadanie 23. (0-3) m

Funkcja f jest okreslona wzorem

VI
f) =52 =377

dla kazdej nieujemnej liczby rzeczywistej x.

Wykaz, ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe dodatnie mniejsze od 3.

11. |Zbior zadan z matematyki CKE‘

Zadanie 24. (0-3) m

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) =+v1+4x dla x € [—%,+00).

Napisz réownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie x, = 2. Zapisz obliczenia.

12. |Zbior zadan z matematyki CKE‘
Zadanie 25. (0-4)

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x* — 2x® + x? — 1 dla kazdej liczby
rzeczywistej x € [—1,3].

Wyznacz zbiér wartosci funkcji f.

13. | Zbior zadan z matematyki CKE‘

Zadanie 27. (0-6)

Dany jest okrgg o promieniu R. Rozwazamy wszystkie trojkaty spetniajgce warunki:
e sg wpisane w ten okrag

¢ majg obwody rowne 3R

* majg jeden z bokéw dwukrotnie diuzszy od drugiego.

Znajdz tréjkat o mozliwie najwiekszym polu przy zadanych warunkach. Oblicz jego
pole. Zapisz obliczenia.



14. | Zbiér zadan z matematyki CKE|

Zadanie 28. (0-6)

Grazyna planuje zrobienie pudetka (bez wieczka) w ksztaicie prostopadtoscianu. W tym celu
zamierza wykorzystaé prostokatny kawatek tektury o wymiarach 10 cm X 16 cm, odcinajac
z kazdego rogu kwadrat o boku x cm (zobacz rysunek).

A
X

10 cm

A
v

16 cm

Oblicz wartos¢ x, dla ktorej objetos¢ otrzymanego pudetka bedzie najwigeksza. Oblicz
te najwiekszg objetos¢ pudetka. Zapisz obliczenia.

15. | Zbioér zadan z matematyki CKE‘

Zadanie 29. (0-6) m

Dom D stoi w odlegtosci 5 km od prostoliniowego odcinka drogi. W chwili poczatkowej
Janusz znajduje sie na tej drodze w punkcie A oddalonym od domu D o 13 km (zobacz
rysunek). Janusz moze i$¢ drogg z maksymalng predkoscig 5 km/h, zas poza nig moze
poruszac sie z maksymalng predkoscig 3 km/h.

13 km

Oblicz najkrotszy czas potrzebny Januszowi na dojscie do domu D.
Zapisz obliczenia.



16. | Zbior zadan z matematyki CKE
Zadanie 30. (0-4)
Ciezaréwka ma do pokonania trase diugosci S km, poruszajac sie po autostradzie ze statg
predkoscig v km/h. Minimalna predkos¢ dla ciezaréwek na autostradzie wynosi 40 km/h,
maksymalna — 80 km/h. Wiemy, ze litr paliwa kosztuje 8 ztotych, a kierowca otrzymuje
42 ztote za godzine swej pracy. Zuzycie paliwa w ciagu jednej godziny jazdy autostradg

2
w zaleznosci od predkosci v wyrazone w litrach mozna opisac funkcjg f(v) =7 + 416—0.

Oblicz, przy jakiej predkosci koszt przejazdu bedzie najmniejszy. Zapisz obliczenia.

Wskazowka: przyjmij, ze koszt przejazdu jest suma kosztu paliwa oraz wynagrodzenia
kierowcy.

17. |Zbior zadan z matematyki CKE‘

Zadanie 31. (0-6)

Dana jest kula o promieniu 1. Rozpatrujemy wszystkie stozKi
zawierajace srodek kuli i wpisane w te kule, to znaczy takie, w ktérych:
e wierzchotek lezy na powierzchni kuli

e okrag, bedacy krawedzig podstawy stozka, lezy na powierzchni kuli
(zobacz rysunek).

Oblicz promien podstawy tego stozka, ktory ma najwigekszg objetosé.
Oblicz objetos¢ tego stozka. Zapisz obliczenia.

18. | Zbior zadan z matematyki CKE‘

Zadanie 32.

Dana jest kula o promieniu 1. Rozpatrujemy wszystkie stozki opisane
na tej kuli, to znaczy takie, ktérych:

e podstawa ma doktadnie jeden punkt wspolny z kulg

e kazda tworzgca ma doktadnie jeden punkt wspdiny z kulg

(zobacz rysunek).

Zadanie 32.2. (0-5)
Oblicz wysokos¢ tego stozka, ktory ma najmniejszg objetosc. Oblicz objetosc tego
stozka. Zapisz obliczenia.

Wskazbéwka: skorzystaj z informacji, Ze objeto$¢ stozka o wysokosci h wyraza sie wzorem

h*m

i =35=p



19. ‘Arkusz pokazowy marzec 2022r. ‘
Zadanie 2. (0-3)

2
Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = ’;_4_13 dla kazdej liczby rzeczywistej x # 1.

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie P = (—3,—3).

Zapisz obliczenia.

20. lArkusz pokazowy marzec 2022r.

Zadanie 6.

Na obrzezach miasta znajduje sie jezioro, na ktdorym
postanowiono stworzy¢ tor regatowy. Na podstawie :
dostepnych map wymodelowano w pewnej skali ksztatt "
linii brzegowej jeziora w kartezjanskim uktadzie
wspdtrzednych (x,y) za pomocy fragmentéw
wykresow funkcji f oraz g (zobacz rysunek).
Funkcje f oraz g saokre$lone wzorami f(x) = x?

oraz g(x) = —%(x —%)2 + 4.

Poczatek toru postanowiono zlokalizowa¢ na brzegu jeziora w miejscu, ktéremu odpowiada
w uktadzie wspotrzednych punkt P = (—1,1).

vt

y 7g(x)

P 1" yzf(x)
o 1 x




Zadanie 6.2. (0-6)
Koniec toru regatowego nalezy umiesci¢ na linii brzegowe;.

Oblicz wspotrzedne punktu K, w ktorym nalezy zlokalizowac¢ koniec toru, aby diugos¢
toru (tj. odlegtosé konca K toru od poczatku P) byla mozliwie najwieksza. Oblicz
dlugosé najdiuzszego toru.

Zapisz obliczenia.

Wskazowka.
Przy rozwigzywaniu zadania mozesz skorzystac z tego, ze odlegto$¢ dowolnego punktu R
lezgcego na wykresie funkcji g od punktu P wyraza sie wzorem

PRl Lyt L 13,39 593
3t T2 TN T g T e

gdzie x jest pierwszg wspotrzedng punktu R.

21. ’Matura probna grudzien 2022r. ‘

Zadanie 7. (0-4)

Olejarnia wytwarza olej ekologiczny. Aby produkcja byta optacalna, dzienna wielko$¢
produkcji musi wynosi¢ co najmniej 480 litréw i nie moze przekroczy¢ 530 litrow

(ze wzgledu na ograniczone moce produkcyjne). Przy poziomie produkcji (480 + x) litréw
dziennie przecietny koszt K (w ztotych) wytworzenia jednego litra oleju jest rowny

22x%2 — 621,5x + 23 430

K(x) = 280 + x

, gdzie x € [0,50].

Oblicz, ile litrow oleju dziennie powinna wytworzy¢ olejarnia, aby przecietny koszt
produkcji jednego litra oleju byl najmniejszy (z zachowaniem optacalnosci produkcji).
Oblicz ten najmniejszy przecietny koszt.

Zapisz obliczenia.

22. ’Matura maj 20231".‘
Zadanie 3. (0-3)

3x2—2x
x2+4+2x+8
Punkt P = (x,,3) nalezy do wykresu funkcji f.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Oblicz x, oraz wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.
Zapisz obliczenia.



23. |Matura mayj 2023r.‘
Zadanie 12.

2 -10g,v27 - log; 2
Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 811°83% 4 82 3 83 - x? — 6x dla

kazdej liczby dodatniej x.

Zadanie 12.2. (0-4)

Oblicz najmniejsza wartos¢ funkcji f okreslonej dla kazdej liczby dodatniej x.
Zapisz obliczenia.

Wskazéwka: przyjmij, ze wzor funkcji f mozna przedstawié¢ w postaci f(x) = x* + x? — 6x.

24. ’Matura czerwiec 2023r.‘
Zadanie 4. (0-3)

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 2x3 — 4x? + 9x dla kazdego x € R.
Punkt P = (x,,18) nalezy do wykresu funkgcji f.

Oblicz x, oraz wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.
Zapisz obliczenia.



25. | Matura czerwiec 2023r. |

Zadanie 13. (0-6)

Rozwazamy wszystkie graniastostupy prawidtowe czworokatne ABCDEFGH , w ktorych
odcinek taczacy punkt O przeciecia przekatnych AC i BD podstawy ABCD z dowolnym
wierzchotkiem podstawy EFGH ma diugo$¢ d (zobacz rysunek).

H

A ______._.--"" " B

a) Wyznacz zaleznos$¢ objetosci V graniastostupa od jego wysokosci h i podaj
dziedzine funkcji V(h).

b) Wyznacz wysokos¢ tego z rozwazanych graniastostupéw, ktérego objetosc jest
najwigksza.

Zapisz obliczenia.



